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Aplikasi Turunan 

A. Menentukan kemiringan (gradien) garis singgung kurva. 

Persamaan garis singgung kurva ( )xfy =  di titik T(  ,  ) adalah ( )( )( ) 111
' yxxxfy s +−=  

Atau ( )11 xxmyys −=−  dengan ( )1
' xfm =  

Contoh_a.1. Persamaan garis singgung kurva 652 ++−= xxy  di titik T(1, 10)! 

Penyelesaian:  

§ Kemiringan garis singgung: 52' +−= xy  dengan ( ) 3512,1 ' =+−==→= ymx ,didapatkan  

gradien: 3=m  

§ Garis singgung: ( )1310 −=− xy s  

Jadi persamaan garis singgungnya 73 += xy s  

Grafik: 

 

B. Titik Stasioner  

Jika   terdefinisi pada interval I dan    , maka titik stasioner dicapai ketika   ( ) = 0 

Contoh_b1. Tentukan titik stasioner pada kurva 652 ++−= xxy  

Penyelesaian:  

Diketahui  652 ++−= xxy  

Titik stasioner dicapai jika 0' =y , yaitu −2 + 5 = 0. Didapatkan  =   , kemudian susbstitusikan 

ke 652 ++−= xxy   dan kita dapatkan  
4
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Jadi titik stasionernya adalah    ,      

 

Contoh_b.2. Tentukan titik stasioner pada kurva 1242 23 +−+= xxxy . 

Penyelesaian: 

Titik stasioner dicapai jika 0' =y → 0443 2' =−+= xxy  
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⇔  0443 2 =−+ xx  

⇔ ( )( ) 0232 =−+ xx  

⇔ 21 −=x  dan 
3
2

2 =x  (ada dua titik stasioner) 

Substitusikan masing-masing nilai pada 1242 23 +−+= xxxy untuk mendapatkan 1y  dan 

2y . 

i. 21 −=x  → ( ) ( ) ( ) 201224222 23 =+−−−+−=y , titik stasioner (-2,20) 

ii. 
3
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2 =x  → 519,10
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Grafik: 

 

C. Menentukan fungsi naik, fungsi turun, dan mendatar (stasioner). 

Misalkan kurva  =  ( ) kontinu dan terdefinisi di setiap titik pada interval I. Kurva  =  ( ) 

memiliki tiga kemungkinan:  

§ monoton naik jika   ( ) > 0 

§ monoton turun jika   ( ) < 0, dan  

§ mendatar jika   ( ) = 0 (stasioner) 

 

Contoh_c.1. Tentukan interval x di mana kurva 1242 23 +−+= xxxy  naik dan atau turun. 

Penyelesaian: 1242 23 +−+= xxxy , didapatkan 443 2' −+= xxy  

§ 0443 2 >−+ xx  → ( )( ) 0232 >−+ xx  dipenuhi pada   < −2 dan  >    

§ 0443 2 <−+ xx  → ( )( ) 0232 <−+ xx  dipenuhi pada −2 <  <    

Grafik: 
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D. Ekstrim Maksimum , Ekstrim Munimum, dan Titik belok. 

Menentukan jenis titik ekstrim 

Misalkan kurva  =  ( ) kontinu dan terdefinisi di setiap titik pada interval I. Kurva  =  ( ) 

memiliki tiga kemungkinan:  (catatan:     adalah turunan kedua) 

§ Ekstrim minimum  jika    ( ) > 0 

§ Ekstrim maksimum jika     ( ) < 0, dan  

§ Titik belok jika   ( ) = 0 

 

Contoh_d1. Tentukan titik ekstrim dan jenisnya kurva 1242 23 +−+= xxxy  

Penyelesaian: 1242 23 +−+= xxxy , didapatkan 443 2' −+= xxy  

⇔ Titik ekstrim:  0443' 2 =−+= xxy  → ( )( ) 0232 =−+ xx  → 21 −=x  dan 
3
2

2 =x   

Substitusikan ke    = 6 + 4 

i.    (−2) = 6(−2) + 4 = −8 (ekstrim maksimum) 

ii.        = 6     + 4 = 8  (ekstrim minimum) 

Grafik:  
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Contoh_d2. Tentukan titik ekstrim dan jenisnya kurva 533 23 ++−= xxxy   

Penyelesaian: 533 23 ++−= xxxy  → 363 2' +−= xxy  

§ Titik ekstrim: 0' =y → 0363 2 =+− xx  → ( ) ( ) 013123 22 =−=+− xxx  

⇔ ( ) 01 2 =−x , didapatkan   = 1 

§ Jenis titik ekstrim: 66'' −= xy  

i.    (1) = 6(1)− 6 = 0 (berupa titik belok) 

 

Grafik: 

 

Aplikasi dalam Bidang Ekonomi 

A. Laju Pertumbuhan dan tingkat perubahan fungsi kontinu. 

i. Marginal Revenue (MR) 

Misalkan fungsi pendapatan (total Revenue):   =  ( ) 
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§ Marginal Revenue (tambahan penerimaan setiap perusahaan menaikkan penjualan 

satu unit produk):   =  (  )  =   ( )  =   ′ 
CCoonnttoohh__ii11::  DDiikkeettaahhuuii  ffuunnggssii  ppeerrmmiinnttaaaann  ssuuaattuu  bbaarraanngg  →   PP == 1616––   22QQ  ,,  ddeennggaann  QQ  jjuummllaahh  

bbaarraanngg  ((uunniitt))  ddaann  PP  hhaarrggaa  ddaallaamm  jjuuttaaaann  rruuppiiaahh..  BBeerraappaakkaahh  bbeessaarrnnyyaa  ppeenneerriimmaaaann  mmaakkssiimmuumm  ??  

üü  PPeennyyeelleessaaiiaann::  

§§  FFuunnggssii  PPeenneerriimmaaaann  TToottaall  ((TTRR))  ==  [[hhaarrggaa  ppeerrmmiinnttaaaann]]××[[jjuummllaahh  bbaarraanngg  tteerrjjuuaall]]  

    TRTR == PP ×× QQ == ((1616  ––   22    )) ××     ==   1616    ––   22        ((jjuuttaaaann  rruuppiiaahh))  

§§  PPeenneerriimmaaaann  MMaarrjjiinnaall      =  (  )  =   ( )  =    = 16− 4        = 16 − 4 =      

§§  TTRR  aakkaann  mmaakkssiimmuumm  jjiikkaa  TTRR’’==00  aattaauu  MMRR==00  →   1166  ––  44QQ  ==  00  → 44QQ  ==  1166 → QQ  ==  44  

TTRR((MMaakkss..))  ddiiccaappaaii  kkeettiikkaa  QQ==44  uunniitt..    

TTRR==  1166QQ  ––  22  QQ  22    

            ==  1166  ((44))  ––  22  ((44))  22  ==  3322  ((jjuuttaaaann  rruuppiiaahh))  

JJaaddii  bbeessaarrnnyyaa  ppeenneerriimmaaaann  ttoottaall  mmaakkssiimmuumm  sseebbeessaarr  RRpp  3322..000000..000000,,0000  

 

ii. Marginal Cost (MC) 

Misalkan fungsi biaya total (total Cost):   =  ( ) 

§ Marginal Cost (tambahan biaya setiap produksi bertambah 1 unit):    =  (  )  =   ( )  =   ′ 
Contoh_ii.1. BBiiaayyaa  ttoottaall  ((TTCC))  ==  gg((QQ))  ==  QQ33  ––  33QQ22  ++  11..550000QQ  ++  440000..000000,,  ddeennggaann  QQ  jjuummllaahh  pprroodduukk  

((rraattuussaann  uunniitt))  ddaann  TTCC  ddaallaamm  rruuppiiaahh..  PPaaddaa  ttiinnggkkaatt  pprroodduukkssii  bbeerraappaakkaahh  bbiiaayyaa  mmaarrjjiinnaall  

mmiinniimmuumm??  BBeerraappaa  bbeessaarrnnyyaa  bbiiaayyaa  mmaarrjjiinnaall  mmiinniimmuumm  tteerrsseebbuutt??  

üü  PPeennyyeelleessaaiiaann::    

§§  BBiiaayyaa  MMaarrjjiinnaall  ((MMCC))  ==  TTCC’’  ==  33QQ22  ––  66QQ  ++  11..550000..  DDiiddaappaattkkaann  MCMC == 33QQ  −− 66QQ ++ 11..500500    

§§  MMCC  mmiinniimmuumm    jjiikkaa  MMCC  ‘‘  ==  00  

§§        == 66  −− 66  →   66  −− 66 == 00  →   QQ == 11  ((ratusanratusan  unitunit))  

§§  MMCC((mmiinniimmuumm))  yyaaiittuu  kkeettiikkaa    == 100100  →  MC = 3(100 ) − 6(100) + 1.500 = 30.900  

JJaaddii  bbeessaarrnnyyaa  bbiiaayyaa  mmaarrjjiinnaall  mmiinniimmuumm  sseebbeessaarr  RRpp  3300..990000,,0000  ppaaddaa  ttiinnggkkaatt  pprroodduukkssii  110000  

uunniitt..  

 

iii. Marginal Propensity to Consume (MPC) 

Misalkan fungsi pengeluaran untuk konsumsi adalah ( )YfC =  atau bYaC +=  

§ MPC (perubahan konsumsi setiap perubahan pendapatan):  
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( )
dY

Ydf
dY
dCMPC ==  dengan 0 <    ≤ 1 

 

iv. Marginal Propensity to Save (MPS) 

Misalkan fungsi tabungan adalah  =  −  =  −  ( ) 

§ ( )( ) ( )
dY

Ydf
dY
dY

dY
YfYd

dY
dSMPS −=

−
== . Karena 

( ) MPC
dY

Ydf
= , maka berlaku 

hubungan  

( ) MPC
dY

YdfMPS −=−= 11   

MPMPS −= 1  

 

 

v. Marginal Physical Product (MPP) 

Misalkan fungsi produksi adalah  =  ( , ) dengan K(variabel modal/kapital) dan L 

(variabel tenaga kerja/ labour) 

a) MPP jika modal berubah, tenaga kerja tetap:  

( )
dK

LKdf
dK
dQMPPK

,
==  

b) MPP jika modal tetap, tenaga kerja berubah:  

( )
dL

LKdf
dL
dQMPPL

,
==  

 

vi. Biaya Rata-rata dan Biaya Marginal 

Contoh_vi1. DDiikkeettaahhuuii  ffuunnggssii  bbiiaayyaa  ttoottaall  TCTC == QQ  –– 88QQ ++ 100100  ddeennggaann  QQ  uunniitt  pprroodduukk  ddaann  TTCC  

ddaallaamm  rraattuussaann  rriibbuu..    

• Tentukan jumlah produksi agar biaya minimal. (Biaya minimal=MC). 

••  Tentukan fungsi biaya rata-rata dan besarnya biaya rata-rata (AC).   

••  Tentukan biaya marginal dan biaya rata-rata minimum.  

ü Penyelesaian: 

• Biaya minimum jika TC′ = 0     →     2Q– 8 = 0  → diadapatkan  = 4 unit  

(jumlah produk agar biaya minimum) 

• Biaya rata-rata AC =    = QQ22––88QQ++100100   =  − 8 +           →  AC =  − 8 +      

Biaya rata-rata ketika Q=4 unit adalah  ̅ = 4− 8 +     = −4 + 25 = 21 (ratusan ribu). Jadi 

biaya rata-rata  adalah Rp 2.100.000,00 per unit. (Bukan biaya rata-rata minimum, tetapi 
menyebabkan biaya total minimum). 
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• Biaya marginal:   =    = 2 − 8,  

Biaya rata-rata minimal: dicapai jika AC’=0  →   AC′ = 1 − 0 −      = 0  1 −      = 0 , →    1 =         →   = 10 

Biaya rata-rata (minimum pada Q=10): substitusi ke  AC =  − 8 +       dan     =  2 − 8 

ü AC = 10 − 8 +      = 12  (ratusan ribu) atau AC= Rp 1.200.000,00 dan 

ü   =  2(10)− 8 = 12 (ratusan ribu) atau MC= Rp 1.200.000,00 

Jadi ketika biaya rata-rata minimum, besarnya biaya rata-rata sama dengan biaya 

marginal yaitu Rp 1.200.000,00 

 

B. Menghitung Laba Maksimum 

Misalkan suatu fungsi penerimaan:    =  ( ) dan fungsi biaya total   =  ( ) 

Laba ( )=[Penerimaan] – [Biaya] →   =  ( )−  ( ) atau  = TC − TR 

Laba maksimum dicapai jika   = 0 

Contoh_b1. DDiikkeettaahhuuii  ffuunnggssii  ppeenneerriimmaaaann  TRTR == −−22QQ  ++ 11..000000QQ    ddaann  ffuunnggssii  bbiiaayyaa  ttoottaall  TCTC == QQ  –– 5959QQ  ++ 13151315QQ ++ 22..000000..  BBeerraappaakkaahh  llaabbaa  mmaakkssiimmuumm  yyaanngg  mmeemmuunnggkkiinnkkaann  ??  

üü  PPeennyyeelleessaaiiaann::     = TC − TR  ==((--  22  QQ  22  ++  11000000  QQ))  ––  ((QQ  33  ––  5599  QQ  22  ++  11331155  QQ  ++  22..000000))    ==  --  QQ  33  ++  5577  QQ  22  --  331155  QQ  ––  22..000000  

§§  LLaabbaa  mmaakkssiimmuumm  ddiiccaappaaii  jjiikkaa  π ’’  ==  00  

π ’’  ==  --  33  QQ  22  ++  111144  QQ  ––  331155  ==  00,,  sseeddeerrhhaannaakkaann  ddeennggaann  ccaarraa  mmeemmbbaaggii  --33  sseettiiaapp  ssuukkuu..  

QQ  22  --  3388  QQ  ++  110055  ==  00  →→  ffaakkttoorrkkaann  

((  QQ  --  33  ))((  QQ  --  3355  ))  ==  00  → QQ  11  ==  33  ddaann  QQ  22  ==  3355    ((ttiittiikk  eekkssttrriimm))  

§§  TTeennttuukkaann  jjeenniiss  ttiittiikk  eekkssttrriimm  ((mmaakkssiimmuumm  aattaauu  mmiinniimmuumm))..  UUjjii  ddeennggaann  π ’’’’      ′′′′  ==  --  66  QQ  ++  111144    

ii..  UUjjii  ppaaddaa  QQ  ==  33  → π ’’’’  ==  --  66  QQ  ++  111144  ==  --  66  ((  33  ))  ++  111144  ==    9966  >>  00  →→    ′′′′ >> 00  ((mmiinniimmuumm))  

iiii..  UUjjii  ppaaddaa  QQ  ==  3355  → π ’’’’  ==  --  66  QQ  ++  111144  ==  --  66((3355))  ++  111144  ==  --  9966  <<  00  →→    ′′′′ << 00  ((mmaakkssiimmuumm))  

BBeerraarrttii  ppaaddaa  QQ  ==  3355  ,,  ddiiccaappaaii  llaabbaa  mmaakkssiimmuumm  

§§  LLaabbaa  MMaakkssiimmuumm    

π ==  --  QQ  33  ++  5577  QQ  22  --  331155  QQ  ––  22..000000  ==  ((--  3355))  33  ++  5577  ((3355))  22  ––  331155  ((3355))  ––  22..000000  

π ==  1133..992255      

JJaaddii  LLaabbaa  mmaakkssiimmuumm  sseebbeessaarr  RRpp..  1133..992255,,0000  ppaaddaa  jjuummllaahh  ppeennjjuuaallaann  pprroodduukk  3355  uunniitt..  

 

C. Elastisitas 

Elastisitas    adalah persentase perubahan suatu variabel akibat perubahan 1% variabel lainnya. 



Applied Derivatives 2011 

 

8 @xroff_Mathsumaries 
 

Misalkan fungsi permintaan  =  ( ) 

Elastisitas permintaan (point elasticity of demand): 

P
Q
dP

dQ

P
dP
Q

dQ

d

d

d

d

d ×=ε   atau  
d

d
d Q

P
dP

dQ
×=ε  

Keterangan:  

i. 
dP

dQd  adalah marginal fungsi permintaan 

ii. 
P

Qd  adalah rata-rata permintaan 

iii. Elastisitas ( dε ) adalah 
                                         

iivv..  EEllaassttiiss →   jjiikkaa  0>dε   

vv..  IInneellaassttiiss  → jjiikkaa  0<dε   

vvii..  UUnniitteerr  → jjiikkaa  0=dε   

 

Contoh_c1 (Elastisitas Permintaan). FFuunnggssii  ppeerrmmiinnttaaaann  ssuuaattuu  bbaarraanngg  ddiikkeettaahhuuii    QQ  ==  2255  ––  33  PP  22..  

TTeennttuukkaann  eellaassttiissiittaass  ppeerrmmiinnttaaaannnnyyaa  ppaaddaa  ttiinnggkkaatt  hhaarrggaa  PP  ==  55..  

üü  PPeennyyeelleessaaiiaann  ::  

dP
dQd

d =ε ..  
dQ

P
  ==  ((  --  66  PP  ))  2325 P

P
−

  ==  --  66  ((55))  2)5(325
)5(

−
  ==  33  

JJaaddii  3=dε   ((  eellaassttiiss  ))  aarrttiinnyyaa  ppaaddaa  kkeedduudduukkaann  hhaarrggaa  PP  ==  55,,  jjiikkaa  hhaarrggaa  bbaarraanngg  nnaaiikk  sseebbeessaarr  11  %%,,  

mmaakkaa  ppeerrmmiinnttaaaannnnyyaa    aakkaann  ttuurruunn  sseebbaannyyaakk  33    %%  ..  

Contoh_c2 (Elastisitas Penawaran).  DDiikkeettaahhuuii  ffuunnggssii  ppeennaawwaarraann  ssuuaattuu  bbaarraanngg  aaddaallaahh    == −−        ++       ..  Tentukan elastisitas penawaran barang tersebut, pada tingkat harga P = 10  

üü  PPeennyyeelleessaaiiaann  ::    

27200
14

P
PP

Q
P

dP
dQ

s

s
s +−

×=×=ε     

PPaaddaa  PP  ==  1100  → ( ) ( ) 8,2
107200

101014 2 =
+−

×=sε ((  eellaassttiiss  ))  

8,2=dε   aarrttiinnyyaa  ppaaddaa  kkeedduudduukkaann  hhaarrggaa  PP  ==  1100,,  jjiikkaa  hhaarrggaa  bbaarraanngg  nnaaiikk  11  %%  ,,  mmaakkaa  jjuummllaahh  

bbaarraanngg  yyaanngg  ddiittaawwaarrkkaann  jjuuggaa  aakkaann  nnaaiikk  sseebbaannyyaakk  22,,88  %%..  

 

Contoh_c3 (Elastisitas Produksi). Diketahui fuunnggssii  pprroodduukkssii  ssuuaattuu  bbaarraanngg  aaddaallaahh  326 XXN −= ,,  

ddeennggaann  XX  sseebbaaggaaii  ffaakkttoorr  pprroodduukkssii  ddaann  NN  jjuummllaahh  pprroodduukk..  TTeennttuukkaann  eellaassttiissiittaass  pprroodduukkssii,,  ppaaddaa  

ppeenngggguunnaaaann  ffaakkttoorr  pprroodduukkssii  ((iinnppuutt))  sseebbeessaarr  33..    
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üü  Penyelesaian:   

( ) 32
2

6
312

XX
XXX

N
X

dX
dN

p

p
p −

×−=×=ε   

PPaaddaa  XX  ==  33 → ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 1
336

33312 32
2 =

−
×−=pε   

1=dε   ((uunniitteerr))  aarrttiinnyyaa  ppaaddaa  ttiinnggkkaatt  ppeenngggguunnaaaann  iinnppuutt  XX  ==  33  ,,  jjiikkaa  iinnppuutt  ddiinnaaiikkkkaann  11  %%,,  mmaakkaa  

jjuummllaahh  pprroodduukkssii  jjuuggaa  aakkaann  bbeerrttaammbbaahh  11  %%..  

 

D. Tingkat Pertumbuhan (Growt Rate) 

i. Misalkan fungsi pertumbuhan  =  ( ), dengan y sebagai fungsi kontinu dan t adalah waktu. 

Misalkan ry adalah tingkat pertumbuhan y, maka  

( )
( ) total fungsi

marginal fungsi
===

yf
yf

y
dt
dy

ry

'

 

Jika ditulis dalam persen, maka menjadi  

%100*
y
dt
dy

ry =   atau  
( )
( ) %100*
'

yf
yfry =  

ii. Misalkan jumlah penduduk pada tahun ke t adalah : 
tr

t ePP .
0 .=  

Pertumbuhan penduduk per tahun:  

rt

rt

t ep
reP

P
dt

dP
r

.
..

0

0==  

Catatan:    : Jumlah penduduk setelah t tahun   : Jumlah penduduk awal tahun perhitungan  : bilangan natural (2,7182183…)   : tingkat pertumbuhan 
 

 

Soal Tugas: (Lihat Contoh_vi1) 

1. Diketahui fungsi biaya total TC = Q − 6Q + 12 , dengan Q unit produk dan TC dalam Jutaan 

Rupiah. Tentukan  

a. Jumlah produksi agar biaya minimum; 

b. Biaya rata-rata minimum dan besarnya biaya rata-rata. 

 

2. Misalkan diketahui fungsi biaya produksi adalah  =   − 6  + 15 . Buktikan bahwa biaya 

rata-rata minimum sama dengan biaya marginal. 


